PTSI | Exercices - Mécanique 2009-2010

B Oscillateur harmonique amorti en régime sinusoidal forcé

Ex-Mb5.1 | Sismographe 0 O
D B 1

on considere un capteur d’amplitude constitué par un

support et une masse m reliés par un ressort et un amor- K h

tisseur en parallele. R [

L’amortisseur exerce en A : 'y = —h (274> - @) Xe1 c A ja

— e

et le ressort exerce en C' : T = —k (DC — DyCY). e I B *G

Le support, le ressort et I’amortisseur sont de masse

négligeable.

Le ressort a pour constante de raideur k£ et pour lon- ] |

V Z carter %]

gueur a vide Iy (notée DyCyp).
On suppose que le support est solidaire du carter d’une machine animée d’un mouvement si-
nusoidal vertical 1 = bsinwt par rapport a un référentiel galiléen Ry ((Ozy) étant 1ié & Ry).
1) Déterminer I'équation que vérifie . (position de la masse a 1’équilibre dans Rg lorsque
xIr = 0).

2) Ecrire 'équation différentielle du mouvement de m dans Ry.

Si on pose X =z — x1 — x, montrer que ’équation peut se mettre sous la forme :

X+ %X—i—ng = Asinwt »

Résoudre cette équation. (Principe du sismographe.)

Rép: 1) Ecrire, pour la masse m, le P.F.D. a I’équilibre ) — x, =y + % +a

2) Ecrire le P.F.D. hors équilibre @; @ — @D — mi = —k(z(t) + x1 — 2¢) — h(& — i1).

Dot ® avec A = bw?, wy = \/E et Q = %, de solution X (t) = X, sin(wt + ¢), avec X, =
m
A
et p = ~ T arctan [Q (w - wO)] .Aufinal : z(t) = X (t)+21(t)+xe.
2 wo w

()

Ex-Mb5.2 | Déphasage de la vitesse par rapport a la force excitatrice

Soit mi+hi+kx = f(t) 'équation du mouvement d’'un oscillateur soumis a une force excitatrice
f(t) = Fy, cos(wt + ).

— Calculer, en régime forcé :

1) le déphasage ¢, de la vitesse v(t) par rapport a la force; en particulier, montrer que :

2
w 2a'V,
sin ¢, = —F et COS (py = F—m (Que représentent wy, V,, et a?)
m m
m m

2) la travail 7 fourni & chaque période T', par la force a l'oscillateur.

Rép : 2) Partir du travail élémentaire fourni par le force excitatrice : 67 = f(t).dx =
f(t).v(t)dt = Fyy, cos(wt 4+ ).V, cos(wt + ¢)dt = [cos(th — @) + cos(2wt + P + ¢)]dt.

T hV2
Sur une périodeT:/ oT ... —>T:TmT
0

Ex-M5.3 | Oscillations forcées d’un véhicule sur une route ondulée

Une automobile est sommairement modélisée par une masse m placée en M et reposant sur une
roue de centre O, par l'intermédiaire d’un ressort de raideur £ mis en paralléle sur un amortisseur
de coefficient de frottement h. En routes circonstances, 'axe OM reste vertical.

On se propose d’examiner le comportement du véhicule lorsqu’il a la vitesse v sur une route

Fme

2
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dont le profil impose au centre O de la roue une M {0 5 v 7

élongation ’_L‘
zo(t) = acos (27r§> !

par rapport a sa position d’équilibre.

On repere le mouvement de la masse par son
élongation z(t) par rapport a sa position d’équilibre
quand le véhicule est au repos.

On rappelle qu'un amortisseur placé entre O et M exerce sur M une force de frottement fluide
proportionnelle & la vitesse relative de M par rapport a O : I?r) = —h(Zym — 20) er.

1) Etablir l’équation différentielle en z(t) du mouvement de la masse , lorsque le véhicule se
déplace a vitesse constante v.

2) Déterminer 'amplitude du mouvement d’oscillation vertical du véhicule en régime permanent.
3) A quelle allure convient-il de rouler pour que cette amplitude soit aussi faible que possible ?

Rép : 1) mzZ = —k(2(t) — z0(t)) — h(2 — 20), avec zo = acos(wt), comme =z = v.t et en
2mv wo

k
T;é—&- Qz'—i—wgz:wgzo(t)—i—%zo(t),enposantwozwa etQ:%;Z)
2
w
a1+ =—
<Qwo>

2\ 2 2
(%) + (@)
wh Quwo
Modélisation d’un haut-parleur

On modélise la partie mécanique d’un haut-parleur a
laide d’une masse m, se déplacant horizontalement aimant
sans frottement le long de I'axe (O, eg). Cette masse
m, assimilée & un point matériel M (m), est reliée & un
ressort de longueur a vide [y et de raideur k, ainsi qu’a - : \Cﬁne
un amortisseur fluide de constante f. Elle est soumise

posant w =

L, =

suspension
élastique

bobine

& une force ?(t), imposée par le courant i(t) entrant
dans le haut-parleur.

Ona: F(t)=Ki(t)e;, avec K une constante.

On travaille dans le référentiel terrestre considéré ga-
liléen R, (O, e, &).

. . . . ky £
On suppose que le courant i(t) est sinusoidal : i(t) = P Masse m WW’...F’... .
Iy, cos(wt) 0I > MI—> T
Données : m = 10g; k = 15000N.m™'; K = L 7 :
200 N.A7" et I, = 1 A. — '

0
1) Ecrire I’équation différentielle vérifiée par la position de la masse m.
1

2) La normaliser. On veut Q) = —. Calculer alors la valeur du coefficient f.

V2

3) Déterminer l'expression de la réponse forcée z(t) et la mettre sous la forme X, cos(wt + ¢).
Donnée : w = 6280 rad.s~!
4) Tracer l'allure de la courbe donnant w — X, (w). En déduire la bande passante du systéme.

k K k vk
Rép : 1) ji+i:i7—|——:z‘:—lmcos(wt); 2) wo=4/— et Q:@ =Y/
m m m m f f
AN.: f~17,3kg.s"! (ou N.s.om™1);3) wo~12257ad.s"', w=6280rad.s~', X,, = 0,5 mm

et ¢ = —164° = —2,86 rad, soit : z(t) = 0,5.1073 cos(6 280t — 2,86) (en m);

KI,, 1 Xm
4) Xm(wc) = = (maX) S We = Wwp

mw% W, V2
1+ —
Wo
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Pourquoi le ciel est-il bleu?

THOMSON a proposé un modele d’atome dans lequel chaque électron (M) est élastiquement 1ié a

son noyau (O) (il est soumis a une force de rappel passant par le centre de 'atome ; F, = —k 6?\7 ).
Nous supposerons que ce électron est freiné par une force de frottement de type fluide propor-
tionnelle a sa vitesse }7: =—h et que le centre O de 'atome est fixe dans le référentiel d’étude
supposé galiléen. Nous cherchons a étudier ’action d’'une onde lumineuse caractérisée par un
champ électrique E (t) = Ejcos(wt) ez, de pulsation w (provenant du Soleil) sur un électron
d’un atome de ’atmosphere, représenté a 1’aide du modele de THOMSON.
6 Données : m =9,1.1073 kg; e =1,6.107C; k=100 N.m~'; h = 10720 kg.s L.
1) Ecrire I’équation différentielle vectorielle du mouvement de 1’électron, puis la normaliser.

(« la normaliser » = comprendre qu'il faut I’écrire sous sa forme « canonique »).
2) Déterminer le régime forcé (solution particuliére de 1’équation différentielle).
3) Simplifier 'expression précédente sachant que le rayonnement visible provenant du Soleil
posséde des longueurs d’onde s’étendant de A\, = 400 nm (bleu) a A\, = 800 nm (rouge), longueurs
d’onde du champ ﬁ(t)
4) Sachant que I’électron diffuse dans toutes les directions un rayonnement dont la puissance

moyenne est proportionnelle au carré de I’amplitude de son accélération, expliquer pourquoi le
ciel est bleu.

Rep: 1) OM + %OMerSOM = —SE), avec wy = VEm et Q = %; 2) OM(t) =
m
E 1
chos(wt—kgo)@, avec X,, = ¢ 02 etgozz—arctanQ Y _% :
mwg w2 2 1 w2 2 wo w
1) ==
() 25
2me s
3) Ny = (=» Cf Cours O1.1.1.a) : A = ¢.T = c.—), comparer les valeurs de wy, w, avec
wb/r w
E .. 2
celle de wg, en déduire : X, ~ € 02 et ¢ ~ m; 4) Comme OM ~ %Eo cos(wt)e_z), on a
W mwg
tude de I'aceel ) e \° o <P> (a)!
< Py >= K % it "accélérati =K Ey | , soit =(— | =16.
b/ (amplitude de I'accélération) R 0 soi =P > <)\b>

Les deux DL qui suivent sont la suite du DL6 (=» Cf Ex. Mécanique, p.26-27)
qui étudiait le comportement d’une suspension sur une route plane.

— I faut donc avant tout revoir le DL6(et sa correction, p. 28-29) pour bien
comprendre ce qui va suivre !!

Le DL8 qui traite de ’analogie électromécanique reléve de 1’électrocinétique :
=» Cf Cours E4 et E5.

DL n°7 — Comportement Routier d’'une Automobile
Concours EIA 1999 [ATS et TSI] (suite, *)

Etude de la réponse harmonique

1) On étudie maintenant le comportement sur une route difficile du véhicule avec ses quatre
passagers de masse m chacun (soit une masse m et le quart de la masse M du chéassis pour
chaque suspension).

2z, = so note toujours la garde au sol du chéssis chargé par 4m sur un sol horizontal.
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1l.a) On modélise la route rectiligne dans la direc-
tion x par un sol ondulé sinusoidalement autour de
la cote de référence horizontale 0 suivant la rela-

tion :
e(z) = e cos(y ) 1
k a
Quelle est la distance A entre deux bosses exprimée L
en fonction de v 7 s

Quelle est la pulsation w des oscillations verticales
imposées aux roues si le véhicule roule sur cette
route & une vitesse constante V' 7 \ = T
1.b) On repére maintenant le chéssis par sa posi-

) p p p —— X
0

Y

tion s(t) par rapport a la cote de référence 0 liée au
référentiel terrestre supposé galiléen.

Exprimer, selon €2, la force de frottement due a I'amortisseur en fonction de a, § et é.
Montrer que I'équation différentielle vérifiée par s(t) du chéssis est de la forme :

s+ds+ps=f+0 (x
ou f est une fonction du temps que I'on exprimera en fonction de e et de é.

2) On étudie le régime forcé permanent.
2.a) Quelle est la signification de cette expression ?

2.b) On utilise les notations complexes : e = e, el et s = Selt, s étant la solution de
I’équation :
S+ad's+ps=f.

Expliquer pourquoi on ne tient pas compte du terme §’ dans (%) pour étudier les oscillations du
chéssis autour de sa position d’équilibre sq.

Exprimer amplitude complexe S des oscillations du chassis en fonction de e,,, w, o' et 3.
Puis, I’écrire sous la forme :

)
14—
Q

0
1-Q245—
e

S=epn

. w . , ) , . .
ou 2 = — est la pulsation réduite, wy et @ étant les constantes que I'on exprimera en fonction
w

0
de o/ et B, puis de a, k, M et m.
2.c) En déduire 'amplitude S des oscillations en fonction de €2 et Q). Que vaut-elle si Q =17

2.d) Montrer que S atteint un maximum .S, pour une pulsation réduite ,,, que I’on déterminera

S, 1
en fonction de Q, et démontrer que —= = [ ——— .
em 1—04

2.e) Calculer Q, Q,, et S—m

Em

2.f) Tracer avec soin le graphe (ou l'allure du graphe si la question précédente n’a pas été faite)

donnant i en fonction de €2 dans la plage 0 < Q2 < 10.

€m
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2.g) Calculer la pulsation propre w(. En déduire la distance A, entre les ondulations du sol pro-
voquant la résonance des oscillations du chassis si le véhicule roule & une vitesse V de 90 km.h~ L.
Comment réagit le chéssis sur des déformations plus rapprochées passées & la méme vitesse 7

Indications et réponses partielles : (résultats utilisables pour répondre aux questions suivantes)

la) A= 27” cw=AV —1b) f(t) = o ét) + B e(t)

4k M+ 4m
2. F =B =y —— Q=4 ———
b) wb =V =\ @ AM
PV S\? . 2
2.d) Poser u = Q° et dériver [ — | par rapport A u ...— Q,, = Q 1+@—1
€m

DL n°8 — Comportement Routier d’'une Automobile
Concours EIA 1999 [ATS et TSI] (suite et fin, *)

Analogie électrique

1) Le comportement du véhicule peut étre simulé par un circuit électrique. On se propose, ici,
d’étudier celui qui représente au mieux la réponse harmonique du véhicule sur route dégradée du
DL7.

1.a) Rappeler les équations différentielles R _ L ) C
reliant le courant u(t) et l'intensité i(¢) dans l-(i)_:l_ l(ﬂfgm\ lﬁ)_{ }7
chacun des trois dipoles ci-dessous. -

u(t) u(t) u(t)
1.b) En déduire les relations entre leurs amplitudes complexes U et I en régime sinusoidal de
pulsation w imposée.

2) Le circuit ci-contre est alimenté par L R
un générateur de tension parfait délivrant _’_|:|_ I
une tension sinusoidale u, de pulsation w.
Ue Us
2.a) Déterminer I'impédance équivalente <> L I C ——
Z de ce circuit.
72277 7207

2.b) Quelles grandeurs d’entrée G, et de sortie G doivent étre choisies pour obtenir une fonction
de transfert harmonique équivalente a la question DLn®7.2.b), c’est-a-dire telles que :

w
G 1+ a ou ) = — est la pulsation réduite, wy une pulsation propre et )
& wo
G- un rapport caractéristique dont on déterminera les expressions
— 1—-Q2+j 0 en fonction de R, L et C.

3) Pour préciser I'analogie électrique au modéle mécanique, il faut établir I'équivalence des

parameétres mécanique m + R k, a et électriques R, L, C.

3.a) Quelle est la puissance moyenne dissipée dans la résistance R en fonction de 'amplitude
Ue,de R, L, C' et w?
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3.b) On note V. l'amplitude de la vitesse é verticale de la roue dans DLn°13.2) due & la
déformation sinusoidale de la route, et Vi celle de la vitesse $§ du chéassis. On donne également
I’expression de la puissance moyenne dissipée par frottement dans ’amortisseur en fonction de

wh

(B — w?)2 + o 2w?
En comparant les expressions des deux puissances moyennes, ainsi que celles des deux fonctions

1
a, k, M et m: <in>=§an

M
de transfert DLn°12.2.b) et DLn°13.2.b), trouver les équivalents électriques de a, k, m+z et V.

Indications et réponses partielles : (résultats utilisables pour répondre aux questions suivantes)
R — RCLw? + jLw

2a) Z= Cw(R+ L) 2.b) Diviseur de tension entre U, et U,. — d’ou le résultat,
1 0 R
avec wy = ———=; Q = —.
0~ VIC Lo
1 1 Uz 1 L*CPw?
(1 - LCw?)? + i

R2

____ Solution DL n°7 :
Premiérement : =» Cf DL6!! ... ensuite : remarquons que sur le schéma et dans ’énoncé, la cote
z par rapport & I'horizontale est désormais notée s!

1) Comportement sur une route difficile du véhicule chargé.

_ 2w

Y
e Le véhicule roule selon (Ox) a la vitesse V' = cte, donc, (avec un choix judicieux de I'origine
des temps), z = V't et e(z) peut s’écrire explicitement en fonction du temps ¢ :

1.a) e la période spatiale (‘distance entre deux bosses’) correspond & YA =21 — | A

e(t) = ep cos(yz) = ey cos(YV t) = ey cos(wt) = | w=~V =27

A
. P ., A 27
Ce qui se retrouve en écrivant que la durée de parcours entre deux bosses est T' = Voo
w
1.b) e La force de frottement exercée par l'amortisseur sur le chéssis est proportionnelle a la
différence de vitesse de ses extrémités : ?frot =—a(2c — 24) el =—a ($—é) er.
Donc, selon e ‘ Frot = —a (s —€)

e [’équation traduisant I’équilibre du véhicule en charge nominale est toujours :

M +4m)g

0= k(L - Lo) - LIS

Tandis que I’équation du mouvement du chéssis chargé selon 2 devient :

Mlzmmgz—uL—L@—U”ﬁfmg—a@—a 2")

Soit, en faisant (2”) — (1”), avec L — L, = s —e — 2|, :

, da Ak ) 4k

S+C¥/S+/8,8:f+(5l (*) avec a:m

et ‘ f=dée+pe

2) Régime forcé permanent.
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2.a) Le régime forcé permanent est le régime des oscillations sinusoidales de pulsation w imposées
au systéme une fois que le régime transitoire a disparu.

Il correspond & la solution particuliére de I’équation différentielle. Il est de forme sinusoidale et
de pulsation w.

2.b) e On cherche a résoudre, en notation complexes (e = e, e/“! et s = S e/*?), I'équation :

s+ds+fs=/.

e On ne tient pas compte du terme §’ dans (x) parce que seules les oscillations du chéssis nous
intéresse ; or ¢’ n'intervient que par I'ajout d’une constante (z{, = s¢) dans la solution particuliére.
(Négliger ¢ revient, finalement, a translater le repére a la position d’équilibre sg.)

e En complexes, il vient : S (8 — w? + jwa') = e, (B + jwa’),  soit :

Q
. 1+ ] —_
/ /
S=en M qui peut s’écrire : | S = e, S
B — w? + jwa! 1—92+jg
Q
w = W} M + 4m
avee wh —|—4m @ o/ aM
QZ
1+ &
2.c) Donc:| S=|S|=en 92 . Etlorsque Q =1,| Sig—1) =enV1+Q?
(1-02)%+
g 2 14+ QUQ
2.d) e On pose u = 02 et on dérive g(u) = <> = ————~ par rapport a u :
em (1 _ U)2 + —5
1 Q
£ = ... — cette dérivée s’annule pour : @ w?+u—1=0.

Or, ce polynéme n’a qu'une seule racine positive (v > 0!) qui est :
) poly

Um = Q2 (,/1+;Q2—1> = | Qn=Q 1/1+2;22—1

Q. est la pulsation réduite de résonance correspondant a une résonance des oscillations du chéas-
sis roulant sur la route ondulée.

Um
S 2 1+ 02 1,
o | — | = , avec, par définition de Uy, : —= us, + Uy — 1 =0
€m (1 — um)2 + @
2—-2
Soit : Um _ um' Donc
Q2 Um
2 — U,
<Sm>2_ U, . 2—um _ 2—um
- 1— - _ 2 _ — 1 _ YY)
em (1 = )2 + 2 - Umn Uy (1= um)? +2(1 —um) (1= ) (U — u2, +2)
m

. (Sa\? 2 — uy, 1 Sm 1
SOlt'<6m> (= up) (2 = up) (1 Fu) 1 —u2, = em  \[1—04

S
2e) AN: | Q=0,59 9, =0,75 =12

€m

Rq : Situation oil le facteur de qualité est faible, pour avoir une faible acuité a la résonance ——.
€m
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2.f) Cf. graphe ci-contre.
1.4
2.g) e Valeur de la pulsation propre du systéme : 1.24
1
4k 44100 0.8
b=1\—+—— =2/ =11,2 rad.s!
TN M At am 1400 s 06
0.4
e Pour étre a la résonance, il faut que 02
W=wm = Qnuwh = 0,750y = 8,4 rad.s* o 2 Fomeq & g o

T
Or, \ = VT =V —, dongc, la distance A\, entre les ondulations du sol qui commande la résonance

w
des oscillations du chassis si le véhicule roule a vitesse V' constante est :

2w 27
Ap=V—=V_—
m W 0, 75wy,

=18,7m

e Si les déformations sont plus rapprochées, A < A, soit w > wy, ; on sort donc de la zone de

. . S Sm
résonance et les oscillations de la route sont alors mieux absorbées par le véhicule : — < —.
em em

__ Solution DL n°8 :

1.a) En convention récepteur :

. o dig . dg _, duc
urp = Rip uL_Ldt zc—dt—C 7

1.b) Aux trois relations précédentes correspondent les relations entre amplitudes complexes (en
posant i = [ e/t et u = U /%) :

1
Upr=RI U, =jLwl Ur=—-1
YR iR Up =JLwip Yo ij*C
JLRw n 1
R+jLw  jCw’

R — RCLw? + jLw

2.a) L’impédance du circuit est : Z = Zp//Z; + Zo =

7 =

JjCw (R + jLw)
2.b) Diviseur de tension entre U, et U, :
11 Lw
U,  Zo _ R+ jLw _ )
U, Z R— RCLw? + jLw Lw

1 — CLw? —
oJ—I-]R

Q
s 1+‘7§ w 1 R c
i — O Y avec : Q=— wo =4/ — Q=—= 7
e 1_92_’_'7
’Q

Soit :

=l

3.a) La puissance dissipée par effet JOULE est en moyenne :

L2w?
C?w? (14 —-
<?J>—1/TRz‘2dt_1R12_1U’2%_1L2w2 po L . ( i Rz) U?
T Jo 27" T2 R 2R LW 2R L2w? gy, LPw? C
L+ =5 L+ —p (1= LOW)? 4
1 L202 4
<Py>=_— u U?
2R gy, LPw? °
(1 - LCw?)? + 72
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3.b) La puissance dissipée par frottement visqueux dans l’amortisseur est en moyenne :

1 T N 1 T
<P / Fros - (5 — ¢) |t = / a(5—ldt=a< (5—¢)?>.
T Jo T Jo
Pour calculer (s — ¢é), il faut prendre la partie réelle de ($ — ¢), avec, d’aprés DL7.2.b) :
B+ jwd! .. P jwd
s=¢e - etdonc: s$=¢6——r——
B —w? + jwd! B —w? + jwd!
i d L w? L w?(B — w? — jwad)
ce quidonne : §—¢é=¢ =¢ —
q = = *B’—wQ—i—ij/ *(B’—wQ)z—l—ang

Ve w?

Et donc: Re(s§ —¢é) =s—¢é = (B — )2 + 22

(8" — w?) coswt + a’wsinwt).

Alors : < Py >=a < ($—¢é)? >, ce qui donne :
‘/'62w4

_ I 2y2 2 202 _ 2
<Pr>= (F =22 + a2 (8" —w?) <coslwt>—|—0z w <sm1wt>
2 2
+2(8 — w?)a'w < cos(wt) sin(wt) >).
0
<m+M/4>2 4
— | w
1 w? 1 k
Final t:| <Pp>=—-aV? = —qV?
inalemen ¥ 5 aVe 7 =) 1 a7t 5 aVe A N o
== 2Y

3.c) la comparaison des deux expressions des puissances moyennes dissipées par le systéme
mécanique en suspension et le circuit électrique permet d’identifier les équivalences électroméca-
niques suivantes :

1 1 M
a<—>§ k:<—>z m+z<—>C Vs +— Us
. : s U,
Rq : Pour la derniére analogie, comparer = avec T
€
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