E3 — Régimes transitoires

| Définitions

.1 Régime libre, régime transitoire et régime continu

¢ Définition : On appelle

e réponse libre ou régime libre d'un circuit, I'évolution de celui-ci en |'absence de
tout générateur.

e Le régime du circuit est dit continu (ou stationnaire) lorsque toutes les grandeurs
électriques du circuit (intensités, tensions) sont des constantes (du temps).

e Entre le moment ol toutes les sources sont éteintes et celui ol le régime continu
est établi, on a un régime transitoire.

e Le réseau étant linéaire, I'évolution de toute grandeur électrique (intensité, tension,
charge d'un condensateur...) est décrite par une équation différentielle linéaire a
coefficients constants de la forme :

dr dnt d
* x+...+D1—x+D0x:f(t)

D, -2 4+ D, =
T ] dt

ou l'ordre n de I'équation différentielle définit I'ordre du circuit.
Nous étudierons les circuit d'ordre 1 et d'ordre 2.

Ex : Circuit du 1" ordre régit par I’équation :

[
d — R
RCd—? Fu=et) q
Qlo e
On montre, en mathématiques, que la solution générale

d’une telle équation se met toujours sous la forme :

u(t) = UG + up
——— ———
régime libre (transitoire) régime forcé imposé par la source
e Ou:
- ug est la solution générale de I’équation homogene (i.e. équation sans second membre) : elle
correspond au régime libre du circuit (absence de source de tension ou de courant).
- up est une solution particuliere de I’équation avec second membre : elle correspond au régime
forcé imposé par la source.
e Tant que | ug(t) |~| up |, on est dans le domaine du régime transitoire.
Lorsque | ug |<| up |, le régime forcé est établi (ici, régime continu).

1.2 Echelon de tension

Un générateur délivre un échelon de tension lorsque la tension & ses bornes a la forme suivante :

0 pourt <0: e(t)=0
pour t >0: e(t) = Ep

E

0 t
Une telle tension provoque dans un circuit 'apparition d’un régime transitoire puis d’un régime

permanent continu. Cette évolution du circuit porte le nom de réponse a un échelon de tension
ou réponse indicielle.
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Il Circuit RL série

1.1  Etude théorique de I'évolution du courant :

Nous allons étudier la réponse indicielle d’un circuit RL série, puis son régime libre.

a Montage :
Dans le circuit ci-contre, la loi des mailles s’écrit :

. di di R. e(t)
—e+ Ri+L—=0.Soit: | — 4+ —i=—>| (E
e+ Ri+ T oit : | = + 71 T (E)
C’est une équation différentielle linéaire du 1¢" ordre a coef-
ficients constants et avec 2"® membre.

> Définition : L'homogénéité de la relation impose | 7 = = homogene a un temps :

c'est le temps caractéristique / constante de temps du circuit RL.

b Etablissement du courant : e(t)

t<0: e(t)=0 E,

t>0: e(t)=Ep
R Ey

A d:
A t > 0, 'équation différentielle s’écrit : — 4+ —i = — (1
2 0, "équation difiérentielle s*écrit : + Ti=7 (1) i -

e ¢(t) est un échelon de tension, soit {

— La solution de (1) s’écrit : i = ig + ip.

Rappel : i—f +kr=0 = zg=Ae " avec A € R.

t
Ici:|ig = Ae Tt = Aexp <—> et ip = cte (puisque le second membre de (1) est constant)
T

di R E
Donc ip doit vérifier % + Eip = fo, d'ou |ip = = | Finalement : | = ﬁo + Ae~Tt|,

e Pour déterminer la constante d’intégration A, on a besoin d’une condition initiale (C.I.),
c’est-a-dire la valeur de l'intensité 7 a une date donnée t > 0.

On note la date « Juste avant t =0 » comme suit : t = 0.

On note la date « Juste aprés t = 0 » comme suit : t = 0.

On suppose, par exemple, qu’en t = 0~ il n’y a aucun courant dans le circuit. La condition
initiale s’écrit donc : i(07) = ip = 0.

e Or, on sait que le courant traversant une bobine est une fonction continue du temps (O Cf
Cours)— D’ott : i(07) = i(07) = 4o = 0, par continuité de I'intensité i.
i(07)=1i =0 E
0
E , = | A=——
i(t=0%) = fo + Ae~ 10 R

On a donc : i(0) = {

£ i(t) |
. .k _R, l=Eo|__ ________ |
Conclusion : |i = E(l —e L) =R 7{ -E
) | e
o) /,  Régime ! Reglme_

Lorsque t > o0 , i — — = I : | transitoire forcé continu

|
le régime transitoire s’efface et laisse | ! ¢
place au régime permanent continu. : -

(O ~51
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di E di E
e Par suite : — = —Oe_%ﬂ soit <> -0
t=0

dt L dt L
E
Donc, I’équation de la tangente a la courbe en O(0,0) est : y = fot.
Ey L E, L
nay 0="7 pour Fo R 7 T

L
[Propriété : On se rend compte que 7 = — donne un ordre de grandeur de la durée du régime

R
transitoire.
L~10"%H - . - :
Ordre de grandeur : { R~10% O = |7 2~107% s|...c’est trés faible : le régime transi-
toire »s’éteint » rapidement.
, . . . di E() _Ry
e Représentation de uy, tension aux bornes de la bobine : uy, = La = Lfe Lt
. _ Ry t
soit : |up, = Ege” L* = Egexp | —— | |.
T
Pendant le régime transitoire, la bobine u,(t)
cherche & ‘contrer’ la tension du générateur en Eo
imposant une tension de sens opposé (loi de Régime Régime
LENZ). \ ftransitoire forceé continu

En régime établi (régime permanent continu),
ur, = 0. On retrouve qu’en régime continu la
bobine se comporte comme un fil conducteur. 0

c Extinction de la source (étude du régime libre) :
[ ]

c(0 E, Pour simplifier les calculs, on réinitialise le temps :

pourt <0: e(t)=Ep
pour ¢t > : e(t)=0

e Le montage se raméne alors & —

&
La loi des mailles s’écrit, pour ¢t > 0 : Ld—z +Ri=0| (E).

C’est une équation différentielle linéaire du 1¢” ordre a coefficients
constants et sans 2"¢ membre.

. L. _R
e La solution s’écrit : i = Be ! avec B € R.

De plus, par continuité de I'intensité traversant la bobine, on a :

Ey
(07) = = — E E
i(0%) = i(07) =l R = dou: B= —Y | Finalement : i(t) = 207t
i(t=0")=B8B R R
di E R
Cl : donc la tension aux bornes de la bobine est : uy, = Ry S (L 7
dt R L
. _Ry
soit : |up, = —FEpge” L' |.

On se rend compte que le régime libre est un régime transitoire de durée de I'ordre du temps

caractéristique du circuit RL série 7 = = : au bout de « quelques » 7,4 — 0 et ur, — 0.
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1.2 Etude énergétique

a Puissance instantanée recue par la bobine :

La puissance fournie par le générateur au reste du circuit vaut :

iPfour‘m'e =e.1

(On suppose la source de tension idéale, donc sans résistance

interne.)

di
D’aprés la loi des mailles : e = Ri + L—Z7 d’on1 :

dt
d /1
-2 -2
ﬂ)fournie = ‘RZ + & §LZ
puissance dissipée par effet JouLE dans R ———
P, puissance regue par la bobine

b Etablissement du courant :

e on définit tg > 7; ainsi, a la date tp, on est en régime continu, soit : i(tg) = I.

e Calcul de I'énergie emmagasinée £, par la bobine entre t =0 et ¢ :

On a, par définition : Py, = ‘%L

to
dt \ 2 0

to g (1 | | 1 1
O / (Li2> dt = ‘iLﬂ — S Li(to)*~0 = SLI* = |1 = SLI”
0 0

continu.

OPropriété : Cette énergie est stockée dans la bobine tant qu’on est en régime permanent

c Extinction de la source :

noi e on réinitialise le temps : ainsi, la date ¢ = 0 corres-
pond a l'extinction de la source, soit : i(t =07) = I.
Cette fois, a t = tg, 'intensité est nulle.

e Calcul de I'énergie £y dissipée dans R par effet Joule
entret =0 et { :

der

A tout instant ¢, on a la relation : Py = Ri%? = T

it)

o dep(t to to
Par suite : £ = |ER(1)|I = / R gy Prouedt = [ Ri%dt
0

dt 0

0

4 http ://atelierprepa.over-blog.com/
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Or le circuit est équivalent au circuit ci-contre.

d di d /1 .
Donc : Ri:—Ld—z = RiQZ—Li.d—z:—& <2Lz’2> I L
Finalement :
R
o q /1 1 to 1
— [ S (L :’—7L.'2 —0—(—-L?
83/0 dt<2l>dt 27" o 0(2

1
Cl: ER:5L12:8L.

Cpropriété : Toute ’énergie stockée dans la bobine idéale est intégralement restituée et a été
(ici) dissipée par effet JOULE.

Il  Circuit RC série

I11.1  Etude théorique de la charge et de la décharge d’un condensateur

a Montage :
La loi des mailles s’écrit : —e + Ri + 4 _ 0, avec @ = @
i c 7 dt
g Les deux équations se combinent pour donner :
Qleo el
T dg I e
at " RC'T R

C’est une équation différentielle linéaire du 1¢” ordre a coefficients constants et avec 2% membre.

¢ Définition : L'homogénéité de la relation impose | # = RC'| homogene a un

temps : c'est le temps caractéristique / constante de temps du circuit RC série.

b Mise en fonction de la source :

e Il y a charge du condensateur sous la tension e(t) telle e(®
que : E |
{pourt<0: e(t)=0

pourt >0: e(t)=Ey

~

e Pour t > 0, ’équation différentielle s’écrit : 0

dq 1 EO
- e 1
a me'~r W
e La solution de (1) est : ¢ = qg + gp (sol. générale de 1'éq. sans 2"¢ membre + sol. particuliére
de I’éq. avec second membre).

t
— avec: qg = Ae"RC = Aexp (—)
-

qp = CEp
e Pour déterminer A, on suppose (par exemple) que pour ¢ < 0, le condensateur n’est pas chargé
(q(t=07)=qo =0).

= Soit : q(t) = \e e + CE,

e De plus, la continuité de la charge aux armatures du condensateur (O Cf Cours)impose :
q(t =0")=¢q(t=07).

Qadri J.-Ph. | PTSI http ://atelierprepa.over-blog.com/ 5
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0% = 20 v:[2=—Chi |
e Donc : ¢(07) { gt = 0%) = A+ CEp = soit:| A CEy |
d E
Ainsi: |q(t) = CEy(1 — e 7o)| et |i(t) = d{f = Ipe e | avee | I = =
Cul) e
C - === - "R |
! ! e I oy
! — I — Régime | Régime
/i ( Regime | Rzalus \ transitoire !  forcé continu
| transitoire forcé continu |
I ! I
: i t | t
0O T ~51 0 ~5T
|

[Propriété : On remarque que le régime continu est atteint lorsque le condensateur a atteint
sa charge maximale sous la tension Ej ; alors, le courant ne circule plus.
— En régime continu, le condensateur se comporte comme un interrupteur ouvert.

c Extinction de la source :

On réinitialise le temps pour simplifier les calculs :

e Il y a décharge du condensateur lorsque on éteint e(t) : c(Ohp
pourt < 0: e(t)=Ep v
pourt >0: e(t)=0

Pour ¢t > 0, I’équation différentielle s’écrit : ( t

t

d 1
a g=0 (2) de solution : g = uefﬁ = pexp <—> avec 1 € R
T

& T RO

e Détermination de u :
- Pour t < 0, ¢ = C'Ej (car on suppose le condensateur complétement chargé sous la tension Ep).

- Par continuité de la charge, nous obtenons : q(t = 0") = q(t =07),
. 07)=CE)p
soit : q(t =0T :{ q( = dou:|u=CE|

Ainsi : |q(t) = CEge_% et |i(t)=— = —Ipe RC| en posant:|ly=—|

g

régime libre
transitoire

régime libre
transitoire

Rq : ¢ < 0 car la décharge se fait dans le sens opposé au sens positif conventionnel du schéma.

111.2 Etude énergétique
La puissance fournie au circuit par le générateur, de résistance interne négligeable, vaut :

6 http ://atelierprepa.over-blog.com/ Qadri J.-Ph. | PTSI
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?ﬂﬂze@ﬂﬂz(Rﬁ%%)i

. dq . . . dg d [1,
avecz:a711v1ent:qz:q—— q ).

dt — dt \2
d [1¢°

dissipée par effet JouLE ds R
emmagasinée dans C a la date t

a Charge du condensateur :
e On calcule I'énergie emmagasinée par le condensateur entre t = 0 et t = ty avec tg > t.

Par définition, ’énergie emmagasinée E¢o entre t = 0 et ¢y q0)
2

est la variation d’énergie électrostatique Ec(t) = 3% du 1
CEO o o= -
condensateur : i !
Eo =N €o(t) = Ealto) — Ec(0) = 3CEZ — 0, /! !
ou encore : ! !

to to i i t
Ec = AOﬁto 8C(t) = deC(t) = g)regue par cdt o T tO
0 0

d (1 oo (1g 1g*to 1
Donc:&c= [ — (== |dt=[ dl=5]|=|>% it : |€c = ~CE?
one s ee /0 dt <20> /0 <20> 2 C o PN T g

OPropriété : Cette énergie Eo est emmagasinée par le condensateur : elle n’est pas dissipée
(perdue), mais stockée tant que le régime est continu.

b Deécharge du condensateur :
e Pour simplifier le probléme, on réinitialise le temps au début de la décharge (¢t = 0 est désormais
I'instant ot on éteint la source qui auparavant avait chargé le condensateur & sa charge maximale

CEy).

e La loi des mailles donne ur + uc = 0, soit : ugp = —ug = —g.

La puissance regue par la résistance R pendant la décharge vaut :

i 44 (1
Precue par R(t) = ugi = reiBmT: <20).

Cette puissance regue est intégralement dissipée par effet JOULE.
e L’énergie dissipée par effet JOULE entre les instants ¢ = 0 et tg — ¢’est-a-dire du début a la fin
de la décharge, est donc I’énergie reque par la résistance, Eg, entre t = 0 et ¢y avec :

dé
Py= Tregue par R = TtR )

to o d /1 q2 1 q2
dou:p= [ Pydt= | —— (2% @:’_,7
owserR= A m(zc) 5C

1
Finalement : | Ep = iCEg =E&c|

[OPropriété : Lors de la décharge du condensateur, toute I’énergie stockée est dissipée dans la
résistance par effet JOULE.

Application : cette énergie peut actionner le flash d’un appareil photo ou un moteur par ex.
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IV  Circuit RLC série
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IV.2 Réponse indicielle d’un circuit RLC' Série (réponse a un échelon de tension)

e dans tout ce paragraphe, on suppose le condensateur ini- 0
tialement décharge : q(t =07) =q(t =07) =qo = 0. E,
e On ferme l'interrupteur K a l'instant ¢ = 0.

la tension wu(t) aux bornes du circuit (RLC') série est un

échelon de tension. 0

~Y

e V¢ , on applique la loi des mailles :

—u(t)—i—Ri—l—%—i—Ld—z:O;aveci: _.ﬁ._)i_:R qllC
dg . | ¢ I
—, soit : Up
dt ) -
E Uc
2 0 <> u(t) + L
JA L S B
dt? dt  C Y ooyi
— Ainsi :
d’¢ Rdq 1 u(t) d%¢  wpdg 9 u(t)
— + —— =— & |—4+=— = —= E
@2 Ta te?!T L w2 T Qar TYlE g (B)
Le circuit est régi par une équation différentielle du 2" ordre & ccefficients constants avec 2™%
membre.
d? d E
e Pour ¢t > 0, on peut écrire : d—tg + %d—j + wo?q = fo (E).

— Solution générale de (E) : q(t) = qa(t) + qp(t), avec :
- ¢ = solution générale de I'équation sans 2"? membre; clle correspond au régime libre du

circuit (RLC') qui est transitoire — | Cf. IV.1) |;

- gp = solution particuliére de I'équation avec 2" membre; ce second membre traduit la
présence d’une source qui impose un régime forcé au circuit (RLC) ; si la f.é.m. est continue, ce
régime forcé est permanent continu.

e On cherche gp sous la forme d’une fonction constante puisque le 2"¢ membre est constant : (E)

devient :
E E
2 0 0 L
0+0+wigp = — = qp = —8 =CEy Soit : |gp = CEy

e Trois cas se présentent pour la solution ¢¢ : ils correspondent aux trois régimes libres tran-
sitoires possibles :
a) Reégime libre apériodique ; §) Régime libre critique et v) régime libre pseudo-périodique

1
e Exemple : cas ) le régime libre transitoire est pseudo-périodique : et | Q > 3|
2nd

Les racines de I’équation caractéristique de ’équation sans membre sont des racines complezes

. . I
conjuguées, qu’on peut écrire sous la forme 719 = —— & jw — et donc :
T

2 1
aveC:T:wcjetw:;}COZ\/ALQQ—I:(,um/l—4622

— Alors, la solution générale de (E) s’écrit :

qc(t) = (Acoswt + Bsinwt) exp <_t)
-

t
qt) = pp+qa(t) = CEy+ (Acoswt + Bsinwt)exp | ——
n

Sl = [(Bw - f) coswt — <Aw - f) sinwt—} exp (—j)
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2009-2010 IV. Circuit RLC série

Dans les expressions précédentes, A et B sont deux constantes d’intégration fixées par les
Conditions Initiales; choisissons le cas initial suivant : {g(07) = go = 0 ; i(07) = ip = 0}.
Deés lors :

- la conservation de la charge aux bornes du condensateur se traduit par :

-\ Q(O_):CJD:O —
q(0 )—{ qt=0")=CEy+ A =

- la conservation de l'intensité traversant la bobine se traduit par :

’i(O_) =40=0 A CE
i(07) { i(t=0")= A + Bw = Tw  Tw
T
. 1 . t
Finalement : q(t) = CEy [1 = (coswt +— smwt) exp (—)] (x)  Cf. Doc 10 et 12.
Tw T

Rql : On peut remarquer que : 7w = /4Q? — 1.
Rq2 : Cf. Doc 9 et 11 pour les cas ) et f3).

L’expression finale de ¢(t) permet de retrouver celle de l'intensité dans le circuit :

d 1 1 1 t
i = @ =—CEy||l——4+—)coswt+ | —w——— | sinwt|exp | ——
dt T T 2w T

Soit : i(t) = CEpexp (—t) (w + 21> sinwt | (x%)
T 72w

Rq3 : Cf. Doc 14 ou I’évolution de i(t) est donnée par ur(t) (et Doc 13 pour le cas «)).

e Commentaires :

(1)

On peut prévoir, avant de faire les calculs, les valeurs des grandeurs, une fois le régime transitoire
passé, car le régime est alors continu.

- En régime continu, le condensateur se comporte comme un interrupteur ouvert
—>D’01‘1:et donc up = Ri =0V pourt > 7.

- En régime continu, la bobine se comporte comme un fil, donc la tension a ses bornes est nulle :

uL:0Vetona:E():%—Fuc—i-%:uc:% —>Soit:pourt>>7'.

Cl : Ceci correspond bien au comportement asymptotique de (x) et (%) !
Toujours penser & vérifier ce comportement par cette méthode simple.

(2)

. . 2Q 2L L .
On déduit de la remarque précédente que| 7 = — = R est bien I'ordre de grandeur de la durée
wo

du régime transitoire.

IV.3 Etude énergétique
a En régime libre :

e V¢, on applique la loi des mailles :

g di i R Ic
ur+uc+u, =0 & Ri+ S +L—=0 —L 1
. dg R -
avec i _a | . u() N C L
En multipliant I’équation par ¢ :
d di Yooyi
R+ L0 ;i g

C dt dt
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Soit :

dt\2C 2

12 1
4 <q + Li2) — R

On a vu que :
1 2
-Eo(t) = 5% est 'énergie électrostatique emmagasinée par le condensateur a l'instant ¢;

1
-et Ep(t) = §Li2 est ’énergie emmagasinée par la bobine a 'instant ¢;

— Donc ‘E(t) =Eo(t) + EL(t) ‘ est I’énergie emmagasinée dans le condensateur et la bobine a

Iinstant .
Conclusion : Lors du régime libre, I'énergie emmagasinée &(t) diminue de (1)
au cours du temps : elle est dissipée par effet JOULE dans la résistance T —Ri? <0
R.
b Circuit RLC série branché sur un générateur :
di .
e Loi des mailles : —e—i—Ri—&—%—l—Ld—z =0. ER q| |C
— 1
En multipliant chaque membre de cette équation e
) NP . : . e(t) Ue I
par l'intensité ¢, il apparait la puissance fournie +
par le générateur (supposé idéal) au reste du cir- 0 Vi
cuit :
) q dq di
Pr=ei=Ri’+ ~— + Li—
F=et 17+ C& + a
Soit :
. d [1¢ 1_. d d&(t)
Pr=Ri*’+ — (== +=-Li*) =7 —(Ect)+EL(1) =2 —
;= Ri +dt(20+2 z) st g e +ert) =Ps+—

e Remarque : Nous n’avons pas supposé que la f.€.m. était continue; a priori elle peut étre
variable. Mais bien str, en régime permanent continu (e(t) = Ejp), la relation précédente est
vérifiée : - au bout de quelques 7, ¢ = 0, c’est-a-dire :

- P; =0 et de méme Py =0,

1 dé
- et comme &(t) = §CE3» on a également : i 0.

IV.4 Retour sur le facteur de qualité () et le régime pseudo-périodique

a Facteur de qualité Q) :

L 1
o ()= % = RCwn — ainsi : @ \, lorsque R 7.
. . . .2 Lwo .2
e En régime libre, nous avons vu que : — = —Ri“* = ———.4

dt

— Il apparait que pour des expériences de durées At identiques, la perte d’énergie emmagasinée
du circuit |[AE| N lorsque R 7, c’est-a-dire lorsque Q \..

— Donc :

- plus R est grand et plus le circuit est amorts, plus il perd rapidement son énergie;

- plus @ est grand et moins le circuit perd rapidement son énergie.

0Q, facteur de qualité du circuit (RLC') est un nombre sans dimension qui permet d’évaluer
la capacité du circuit a conserver I’énergie qu’il a emmagasinée.
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b Pertes relatives d’énergie pour un RLC' série en régime libre pseudo-périodique
sur une pseudo-période :
12 1,
= =-L 412
o E(t)=Ec(t)+ EL(t) 50 T3 l
e Perte d’énergie sur une pseudo-période : |[AE| = E(t) — E(t + T).
|AE]
e

Perte d’énergie relative sur une pseudo-période : ——

N T T
e A chaque instant ¢, on a : i(t +T') = i(t) exp <—> et q(t+T)=q(t)exp <—>
T T

— d’ou :

1P2t+T) 1, L2(t) 1., 2T 2T
Ty==-———+-L T =|-—>+- - = -
Et+T) 5 ¢ T3 i“(t+1T) 5 o Tl (t)| exp . E(t) exp .
— d’ott :
A& E(t)—Et+T 2L
Ae| e -ew+T) | -
E(t) &(t)
Rappel de maths : |z| <1 — " ~1+ .
2 2
Dans le cas des « grands » facteurs de qualité! , on a T = il :ToiQ ~ Ty,
w 4Q2 -1
. t décri 2T 2T() wOTg 2w
ce qui permet d’écrire : — ~ -~ = —— = —.
wo
oT 27
-— 0 27 |AEl 2w
Donc, pour |@Q > 271|:e T =~e Q~1- 2 — Dot : | —— ~ —
o i

1. il suffit d’avoir @ > 4 comme on l’a vu en IV.1l.a.7), Remarque(4).
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